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Resumen

El propésito de este trabajo es mostrar la importancia del uso de mo-
delos para lograr la resignificacién de contenidos; en particular, la nocién
de funcién en la cdtedra de Andlisis Matemdtico de una variable real en
las carreras de ingenierfa de la Facultad Regional Mendoza de la Univer-
sidad Tecnolégica Nacional. Se tiene en cuenta la evolucién histérica -
epistemoldgica de la nocién de funcién para identificar las variables que
influyeron en el desarrollo de dicho concepto, y analizar las concepciones
que manifiestan los alumnos en sus producciones. A partir de un andlisis
realizado, se pone en prictica una situacién did4ctica, que permite obser-
var la brecha o distancia entre lo que se ha ensefiado y lo que realmente
ha aprendido el alumno. El método utilizado se adapta a la investigacién
- accién, propia de las situaciones de ensefianza y aprendizaje. Se trabaja
con situaciones de la realidad, actuando sobre ellas, analizando sus limita-
ciones e interactuando con el concepto disciplinar a tratar. En esta etapa
se ha podido corroborar la riqueza del uso de modelos como herramienta
did4ctica en la Matemdtica universitaria, ya que favorece la construccion
del pensamiento matemdtico, afianzando su lenguaje y logrando que el
estudiante, futuro ingeniero, se acerque a la correcta formulacién de si-
tuaciones; en consecuencia, el alumno adquiere un significativo conoci-
miento que redunda en la calidad de su aprendizaje.

Palabras claves: modelizacién, modelacién, diddctica de la matemdtica.
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Introduccién

Como es bien conocido, existen tres elementos importantes en todo
conocimiento, que a su vez estdn presente en la epistemologia cientifica;
son: el sujeto, el objeto de estudio y la temporalidad.

Como dice Chevallard (1991) en el aprendizaje, en particular el mate-
mitico, es necesario tener en cuenta el contexto social del sujeto, es decir,
la institucién, las autoridades, los programas de estudio y las carreras,
entre otros. Pretender trabajar con una metodologia desde el construc-
tivismo puro por ejemplo, serfa una pretension idealista, ya que la carga
horaria de la disciplina no lo permite y, ademis, el alumno que ingresa
a nuestra universidad no estd habituado a trabajar bajo las condiciones
de esa metodologia. El saber cientifico se transforma en saber a ensenar y
en esta transposicion diddctica, el docente es el nexo entre el alumno y el
objeto de estudio. El profesor no sélo debe tener conocimiento del objeto
a ensefiar sino también debe partir de una hipétesis de aprendizaje, por lo
tanto, deberia plantearse preguntas como por ejemplo: ;qué implicancia
tiene mi forma de ensenar?, ;qué obstdculos epistemoldgicos y diddcticos
debo tener en cuenta para que el estudiante alcance un conocimiento
matemdtico adecuado? y en esta busqueda para dar respuesta a los inte-
rrogantes, surge la necesidad de ver la realidad del aula.

De lo mencionado anteriormente, se desprende que la metodologia
debe ser apropiada respecto del objeto de estudio, la intencionalidad de
su aprendizaje y del sujeto que aprende.

El uso de modelos matemdticos como estrategia de motivacién en el
estudio de nuevos contenidos o para iniciar al estudiante en la resolucién
de problemas favorece el proceso de ensefianza. De esta manera se puede
lograr que el abordaje de los contenidos sea impartido en forma no aisla-
da ni descontextualizada, favoreciendo el andlisis reflexivo.

En este trabajo, el modelo es entendido como una herramienta valiosa
para ayudar en la construccién del conocimiento.

Antecedentes

La construccién de modelos matemiticos sencillos en primer ano de
las carreras de ingenierias se relaciona con el objeto funcién de una va-
riable real, contenido de Andlisis Matemadtico I. Por lo tanto, su estudio
es una variable relevante en este trabajo que se encuadra en la Diddctica
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de la Matemdtica universitaria, considerada como una disciplina experi-
mental

Teniendo en cuenta las preguntas ;cudles son los recursos mds efi-
cientes que permiten una mejor comprensién de un concepto matemadti-
co?; ses lo mismo comprender un concepto que usarlo?, se han buscado
respuestas considerando las investigaciones de Brousseau (1983), Duval
(1991), Rico (1997), Ruiz Higueras (1998) y Dubinsky (1991), entre

otras.

Rico (1997, p.111) expresa que “El modelo ofrece al usuario, gene-
ralmente resolutor [sic] de un problema, un esquema que sustituye al
concepto original y que por sus cualidades, estd mejor adaptado al pen-
samiento humano que el original; esto facilita al resolutor su [sic] tarea”.

Para Villa (2007, p. 67), se llama simplemente modelo matemdtico, a
un conjunto de simbolos y relaciones matemadticas que intentan explicar,
predecir y solucionar algunos aspectos de un fenémeno o situacién.

Segtin Garcia et al. (2013), Villa establece una distincién entre mo-
delizacién matemdtica y modelacién matemdtica. Modelizacién es una
actividad cientifica, en la que se involucra la construccién de un modelo
matemdtico con el propdsito de generar conocimiento.

La modelacién es la construccién de significados de los objetos mate-
maticos. En este trabajo se utilizardn ambas.

Objetivos e Hipétesis

El objetivo del presente trabajo es construir aprendizajes de los conte-
nidos de Andlisis Matematico de una variable real mediante la utilizacién
de modelos, dada su funcionalidad como recurso diddctico.

Son objetivos especificos, el desarrollo de competencias en el trata-
miento del concepto de funcién mediante la modelizacién y la modela-
cién.

Suponemos que los estudiantes que ingresan a nuestra universidad
estan habituados a:

* Trabajar con funciones como un objeto en si mismo, sin otor-
garle significacién a los conceptos de dominio, imagen, ceros,
crecimiento y acotacidon, entre otros.
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* Una ensenanza en la que se favorece la conexién entre la fér-
mula y la representacion grafica; motivo por el cual la represen-
tacion se convierte en un fin.

e Una ensefanza de conceptos aislados, es decir sin conexiones
légicas, lo que dificulta el aprendizaje.

Respecto de sus conocimientos, los estudiantes:

* Evidencian un buen manejo de los mismos cuando éstos son
requeridos en ejercicios rutinarios, no en situaciones nuevas; lo
que dificulta el trabajo de modelizacién.

* Muestran interés en la tarea que se les propone, sin embargo, se
visualiza un bloqueo cuando frente a situaciones nuevas requie-
ren para su solucién de contenidos que han sido tratados en el
nivel medio y en el curso preuniversitario.

e Poseen las herramientas necesarias para resolver situaciones
nuevas pero no son conscientes de las mismas para utilizarlas
en el planteo y solucidn.

* Presentan dificultades en la resolucién de problemas sencillos
que involucran geometria y célculo.

* No participan activamente en su aprendizaje.

Andlisis histérico epistemolégico del concepto de funcién

En la evolucién del concepto funcién a lo largo de la historia han apa-
recido obstdculos epistemoldgicos que influyeron en su desarrollo dando
lugar a distintas concepciones del concepto.

Haciendo un breve recorrido histérico y epistemoldgico del concepto,
pueden explicarse los motivos de ciertas dificultades que presentan los
estudiantes en el proceso de modelacién, encontrando una tendencia en
la relacién causa- efecto.

En la época de los babilénicos se utilizaban tablas de valores similares
a las que actualmente usan los estudiantes para funciones, sin embargo
no se puede asegurar que los babilénicos llegaran a una expresién formal
de los resultados, existia una “intuicién funcional”.
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El hecho de que no se haya conservado ninguna formulacién general
de estas tablas no significa necesariamente que no existiera en el pensa-
miento antiguo prehelénico conciencia de la generalidad de dichas reglas
o principios...(Boyer, 1986, p. 66).

Teniendo en cuenta que sus tabulaciones representaban relaciones
principalmente astronémicas, imposibles de medir, las tablas podrian to-
marse como una herramienta para conjeturar un modelo que mostraria
regularidades empiricas. En la actualidad se observa que un alto porcen-
taje de estudiantes de primer ano de las carreras de ingenierias presentan
dificultades cuando deben realizar la conversién de una representacion
a otra. Identificar un mismo objeto matemdtico en distintos sistemas de
representacién semidtica aparece como un obstéculo en el aprendizaje. Es
conocido el hecho que trabajar sélo con tabla de valores no asegura una
interpretacién acabada del concepto de funcién.

Los griegos aceptaban ideas como movimiento y variable, tenian una
idea intuitiva de funcién, sin embargo, no se permitian asociarla con la
matemdtica en la que niimeros y magnitudes no se relacionaban. La ma-
temdtica se consideraba estdtica y, por ende, externa a la fisica, se limitaba
a expresar ecuaciones con incégnitas y no relaciones entre variables. De
lo anterior se deduce que la asociacién de un niimero con determinada
magnitud, tan natural en la actualidad, no lo era en esa época.

Los pitagéricos sortearon de forma insuficiente el obstdculo citado
anteriormente, pues relacionaban mediante razones numéricas, magni-
tudes semejantes. No aceptaban relacionar magnitudes diferentes, por
ejemplo, perimetro con 4rea o drea con volumen. Adicionalmente, tenfan
las limitaciones derivadas del manejo del conjunto de nimeros enteros
(discreto), con magnitudes continuas usadas en fisica.

La misma dificultad registrada anteriormente, se observa en los estu-
diantes cuando deben expresar, por ejemplo, el drea de un rectdngulo en
funcién de su perimetro o deben obtener una variable en funcién de otra
a partir de magnitudes no semejantes.

En la Edad Media, se aceptaba todo lo que pudiese explicarse racio-
nalmente, en especial los fendmenos dindmicos y no los estdticos.

Mientras Platén sostenia que las causas podian expresarse matemd-
ticamente, Aristdteles no relacionaba la matemdtica (considerada como
ciencia de cardcter abstracto) con la fisica.
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Oresme (1320 - 1382) introdujo de manera primitiva, lo que hoy
constituye un registro grafico de funciones, observandose atin la presen-
cia del pensamiento griego, donde niimero y magnitud no se relaciona-
ban. Sus representaciones eran cualitativas; representaba por medio de
una figura la dependencia cualitativa de una determinada cualidad en
relacién con otra de la cual dependia.

En los siglos XV y XVI se produce un perfeccionamiento en el simbo-
lismo algebraico, observindose una diferenciacién entre los conceptos de
variable e incégnita y, un avance importante en el concepto de funcién.

La identificacién de cambios en fendémenos fisicos, astronémicos y
geométricos se asociaron a la cuantificacién de variables.

Segtin Sierpinska (1989), el desarrollo de la notacién simbélica y de la
resolucion de ecuaciones fue tan significativo que, por medio de ¢, se fue
superando el obstdculo epistemolégico de la diferenciacién entre nimero
y magnitud, aunque agregé el problema de pensar que sélo eran funcio-
nes aquellas que podian expresarse mediante férmulas o ecuaciones.

A finales del siglo XIX y primeras décadas del siglo XX, la teorfa de
conjuntos se incorpora a la matemdtica, y el concepto de funcién es con-
siderado como un conjunto de pares ordenados que deben cumplir las
condiciones de existencia y unicidad.

Como se observa, la nocién de funcién fue evolucionando a través del
tiempo segtin distintas concepciones y, por ende, fue presentando distin-
tos obstdculos cognitivos, siendo la tabla numérica de simple entrada, el
elemento inicial relacionado con el concepto; posteriormente aparecen
las representaciones gréficas y por tltimo la expresién analitica.

En la actualidad, el concepto de funcién es una concepcién integra-
da y refinada de la evolucién del pensamiento humano. Ruiz Higueras
(1998, p.112) dice que de acuerdo con los filésofos Gosseteste y Bacon
las matemdticas son el principal instrumento para estudiar los fenémenos
naturales. Por lo que el proceso de modelizacién permite reproducir en
forma simplificada fenémenos complejos de la fisica, astronomia, inge-
nierfas, entre otros, externos de la matemdtica pura.

En nuestros cursos de primer afio el concepto de funcién se define
mediante las condiciones de existencia y unicidad.
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Marco Teérico

Las investigaciones utilizadas como antecedentes del presente trabajo,
explican c6mo se construyen los conceptos matemdticos teniendo como
marco teérico la Teoria APOE (Accidn, Proceso, Objeto, Esquema). Ed
Dubinsky (1991) creador de la misma, parte de la hipétesis que los in-
dividuos no aprenden directamente los conceptos matemadticos, si tienen
las estructuras apropiadas, aprender es ficil, si no las tienen, es casi im-
posible. Por lo mencionado, esta Teoria es la indicada para favorecer la
construccion y conexién de los conceptos de estudio mediante modeliza-
cién y modelacién.

Metodologia

Los procesos involucrados en la modelizacion, las competencias que
se desean lograr en los estudiantes, el andlisis comparativo de la evolucién
histérica del concepto de funcién con el quehacer del estudiante y las
caracteristicas principales de los mismos, son los ejes tenidos en cuenta
para el diseno de la metodologia.

Como es bien conocido, la movilidad y el tratamiento en los distintos
registros de representacién semiética, favorecen la utilizacién del concep-
to como herramienta en la elaboracién de un modelo matemitico y, es
alli donde el objeto de estudio adquiere sentido.

:No son acaso las ciencias las que proveen de problemas a la matemd-
tica y por ende quienes la enriquecen?

Debido a las caracteristicas de los estudiantes se comienza con mode-
los sencillos, en lo posible, se parte de datos obtenidos empiricamente y
se trabaja, principalmente con funciones lineales, cuadriticas, de Heavi-
side y también las definidas por partes.

En otras palabras, la metodologia se fundamenta en el hecho no de
ensefar para aplicar sino aplicar para ensefnar. Por lo que en funcién del
concepto a construir, se selecciona una situacién diddctica particular en
la que el modelo es una herramienta para su tratamiento. Dicha meto-
dologia requiere de una participacién activa del estudiante y del docente,
quien tiene como tarea fundamental gestionar el aprendizaje en el alum-
no mediante la vinculacién de contenidos con situaciones que despierten
su interés.
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Para favorecer el aprendizaje se tiene en cuenta que no es sélo im-
portante mostrar donde estd el error, sino que ademds se debe trabajar
sobre él, permitiendo de esta manera ayudar a los alumnos a realizar las
reestructuraciones mentales necesarias para aprender.

Rico (1992a, p. 9 -10) manifiesta que “Al cometer un error, el alumno
expresa el cardcter incompleto de su conocimiento”.

Para contestar el interrogante es suficiente tener determinados co-
nocimientos matemdticos para resolver situaciones nuevas?, se inicia la
actividad diddctica con dos situaciones que requieren del mismo con-
cepto para su resolucién: la funcién cuadritica. En primera instancia la
situacion es un ejercicio rutinario y en segunda instancia, es una situacién
contextualizada que requiere de la construccién de un modelo.

Experiencia dulica

El trabajo que se viene realizando hace tres afos en cuatro cursos de
primer ano de distintas ingenierfas de la Facultad Regional Mendoza,
consiste en que los estudiantes resuelvan las siguientes situaciones, entre
otras actividades.

Actividad 1

Realizar un andlisis de la funcién f(x) = 7x - x* indicando dominio,
imagen, ceros, cotas, intervalos de crecimiento y positividad, maximos y
minimos. Graficar aproximadamente la funcién indicando coordenadas
del vértice.

Se ha notado que la mayoria de los estudiantes no presentan dificulta-
des en esta actividad trabajando en el conjunto de niimeros reales.

Posteriormente, se solicita que resuelvan como tarea extraclase el si-
guiente problema.

Actividad 2

Se desea delimitar una zona de seguridad rectangular para lo que se
dispone de 14 metros de cinta. ;Qué modelo matemadtico representa ade-
cuadamente el drea en funcién de un lado de la zona?
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Utilice el modelo encontrado para calcular el drea maxima en funcién

del lado.

En el control de esta actividad, se ha observado que sélo un alumno la
resolvié satisfactoriamente.

Las explicaciones orales més relevantes de los estudiantes, fueron:

e utilicé tablas de valores colocando valores enteros,
¢ resolvi la ecuacién cuadritica,

* no sabfa por dénde empezar,

* no intenté resolverlo y

* si dispongo de 14 metros, no puedo tener distinta superficie.

En la institucionalizacidn, al esquematizar la situacién, se corrobora
geométricamente la posibilidad de que exista perimetro constante y drea
variable. Luego se analiza el enunciado para disefiar el modelo matemd-
tico, se obtiene la misma expresién cuadrdtica de la actividad 1, que per-
mite solucionar este problema. Se solicita a los estudiantes que vuelvan
al ejercicio inicial lo que les permite reconocer la equivalencia entre la
expresién algebraica de la funcién obtenida y la trabajada exitosamente
en la actividad 1.

Con el objetivo de mostrar que una funcién no es una férmula, se
pide que determinen el dominio del modelo y se analiza que las funcio-
nes no son las mismas dadas las restricciones del contexto donde se estd
trabajando.

Si bien se trabaja con el grafico de la actividad 1, se realiza un andlisis
cualitativo de dicha curva en la actividad 2, indicando la ubicacién de las
variables en el sistema cartesiano, lo que permite encontrar la respuesta
sobre la cuantificacién del drea médxima.

Discusién
Se observa que los pasos utilizados en el tratamiento del problema
se corresponden, justamente, con los procesos involucrados en la mode-

lacién: pensar, razonar, asociar, calcular, relacionar, analizar, articular y
formalizar.
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Esta experiencia dulica permite un aprestamiento en el uso de la mo-
delacién como herramienta.

Se observé que la resolucién correcta de la actividad 1 no permitié la
concrecion de la actividad 2. Por lo tanto, se reafirma el propésito de dar
las dos situaciones para que el estudiante reflexione sobre la no funcio-
nalidad de lo estudiado, si dichos conceptos no estdn disponibles cuando
se los requiere.

Como ya se ha corroborado en otras investigaciones diddcticas, se ob-
serva que no alcanza el conocimiento del concepto funcién para resolver
situaciones nuevas que contengan dicho concepto.

Conclusiones

Las hipétesis planteadas han sido corroboradas, pues se puede concluir
que los estudiantes al abordar la actividad 2 habian alcanzado el concepto
funcién a nivel accidn segtin la teorfa APOE. Si bien el concepto habia
sido desarrollado en el nivel secundario y en el curso preuniversitario, la
metodologia empleada habia sido la llamada “tradicional”, en el sentido
de Alvarenga. Entiéndase por ensefianza tradicional a un sistema que no
se fundamenta en una investigacion cientifica en educacién matemdtica y
que en general, no ha logrado avances en el aprendizaje de los conceptos
matemdticos. (Alvarenga, 2003, p. 2).

Se deduce que la evolucién histérica y epistemoldgica del concepto
funcién estd intimamente relacionada con las dificultades que se presen-
tan en el tratamiento del tema.

Es importante abordar los contenidos partiendo de la modelizacién
para que el estudiante logre la modelacién de los temas involucrados.

Se reafirma la relevancia del tratamiento diddctico de la funcién cua-
drética en las etapas de escolaridad anteriores a la universitaria.

Para achicar la brecha en la conversién de registros es importante re-
conocer que el objeto matemdtico es distinto de su representacién (un
mismo objeto puede expresarse en distintos registros), como indica Du-

val (1991).

El uso de modelos favorece el desarrollo de competencias tales como:
interés, voluntad, habilidad, disposicién, uso correcto del lenguaje y for-
malizacién.
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Se destaca la necesidad de contextualizar los problemas mediante la
utilizacién de modelos funcionales acordes a las caracteristicas de los es-
tudiantes (por ejemplo, conocimientos previos y perfil de la carrera). La
riqueza de estos modelos en la curricula de las ingenierfas permite un
amplio y variado disefio de situaciones diddcticas.

Reflexiones Finales

Se espera preparar material diddctico que permita dar tratamiento a
los contenidos de la asignatura, con actividades que incluyan modelos
especificos de las distintas carreras de Ingenieria de la FRM, UTN para

estudiantes de primer ano.
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