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Resumen

Para los docentes de un primer curso de Algebra Lineal, siempre es
preocupante llegar al instante del programa donde se aborda el concepto
de Espacio Vectorial. Sabemos que nos enfrentamos a un gran proble-
ma para el aprendizaje de los estudiantes: ellos, en general, no alcanzan
a comprender qué es un Espacio Vectorial. Si bien algunos estudiantes
pueden determinar si un conjunto de vectores tiene esta estructura, la
mayoria realiza un trabajo meramente mecénico, sin lograr una abstrac-
cidn reflexiva sobre lo que estdn efectuando.

Teniendo como marco tedrico la Teoria APOE (Accidn, Proceso, Ob-
jeto, Esquema) y a partir de la Descomposicién Genética propuesta en
su Tesis de Maestria por Darly Ku, se analiza el lenguaje de algunos de
los textos propuestos para la ensefianza del Algebra Lineal en el nivel
superior. El objeto es evaluar si permiten que el estudiante realice las
construcciones mentales necesarias para aprender el concepto de Base de
un Espacio Vectorial. Es fundamental la observacién de la manera en que
aparecen los conceptos previos involucrados con la nocién de Base, la
ejemplificacién utilizada, determinando si hay coherencia entre los con-
tenidos y las actividades propuestas para el estudiante.

Palabras claves: lenguaje, Teoria APOE, Descomposicién Genética, ense-
fianza, aprendizaje formal, empirico.
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El lenguaje requerido en el drea de la Matematica, especialmente en
el Algebra Lineal, es muy complicado para el entendimiento de los es-
tudiantes, cualquiera sea su formacién anterior. Es por esto, que es muy
importante, como se abordan los conceptos que involucra el Algebra en
los textos recomendados para los estudiantes, requiriendo una investiga-
cién exhaustiva de la presentacién que cada autor realiza.

Fundamentado por los trabajos de diferentes investigadores, se pro-
pone en este trabajo realizar un andlisis del lenguaje de algunos textos de
Algebra Lineal sugeridos y utilizados en el nivel superior para el dictado
de un primer de introduccién de Algebra Lineal. Si bien la existencia
en el mercado literario es muy abundante, sélo se consideran algunos
de los textos, quizds, los mds utilizados por las cdtedras que imparten la
asignatura.

La finalidad es determinar si, a través de los textos, los estudiantes pue-
den realizar las construcciones mentales necesarias para lograr el aprendi-
zaje del concepto de Base de un Espacio Vectorial. Se trata de corroborar,
fundamentalmente, si en esta bibliografia se puede implementar la Des-
composiciéon Genética propuesta en la tesis de Darly A. Ku (2007). En
esta tesis, se investiga cudles pueden ser las construcciones mentales que
un estudiante debe realizar para aprehender este concepto, bajo la teoria

APOE (Accién, Proceso, Objeto, Esquema) (Asiala, et al., 1996).

Para realizar el andlisis de estos textos, se continta aplicando como
marco de sustento tedrico a la Teoria APOE, ya que se considera que
permite describir e interpretar las construcciones mentales que los estu-
diantes presentan para aprehender el concepto de Base, a partir de otras
nociones que se relacionan.

Cabe destacar que, si bien se han realizado varias investigaciones so-
bre cémo se ensena y cémo aprehende el estudiante los conceptos de la
Matemdtica, no son muchos las investigaciones realizadas en el campo del
Algebra Lineal. La mayorfa de las realizadas, se encuentran dirigidas a los
problemas de aprendizaje en los conceptos de Espacio Vectorial, Transfor-
maciones Lineales y Sistemas de Ecuaciones Lineales; sin embargo, son po-
cas las referidas al concepto de Base de un Espacio Vectorial (Ku, 2007).

En el articulo publicado: “La Théorie APOS et I'enseignement de I'al-
gebre linéaire” por Trigueros y Oktag (2005), los autores afirman que los
estudiantes presentan problemas de aprendizaje en los conceptos abstrac-

tos del Algebra Lineal.
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Para los docentes de un primer curso de Algebra Lineal, siempre es
preocupante llegar al instante del programa donde se aborda este concep-
to. Sabemos que nos enfrentamos a un gran problema para el aprendizaje
de los estudiantes: ellos, en general, no alcanzan a comprender el lenguaje
abstracto mediante el cual se define un Espacio Vectorial. Si bien algu-
nos estudiantes pueden determinar si un conjunto de vectores tiene esta
estructura, la mayoria realiza un trabajo meramente mecdnico, sin lograr
una reflexién sobre lo que estdn efectuando.

En su tesis, Ku menciona a algunas de las investigaciones relaciona-
das al concepto de Base de los Espacios Vectoriales y de las nociones
involucradas, como Conjunto Generador, conjunto generado, Espacio
Generado, Independencia y Dependencia Lineal. Particularmente, co-
menta sobre las siguientes investigaciones: la tesis doctoral de Chargoy
(2006) que se refiere a las dificultades asociadas al concepto de Base de
un espacio vectorial; el trabajo de investigacion de Da Silva y Lins (2002)
que se refiere a los significados del concepto de Base y el articulo escrito
por Nardi (1997) que se centra en los conceptos de conjunto generador y
espacios generados (Ku, Cap I, pig 6, 2007).

En este articulo, Nardi (1997) presenta un estudio donde analiza
cémo se abordan los conceptos de espacio generado y de conjunto gene-
rador en Algebra Lineal. Este trabajo se basa en una entrevista a 6 estu-
diantes de la Universidad de Oxford. En la entrevista se les proporcion
a los estudiantes la siguiente cadena de términos: Generar, ser generado
por, conjunto generador, espacio generado, con el fin de que muestren
las nociones que tienen acerca de estos conceptos. De acuerdo a las en-
trevistas, Nardi expresa que algunas de las dificultades observadas fueron:
1) que los estudiantes, al recurrir a un soporte visual en R* para respon-
der a las preguntas, mostraban una débil interpretacion de los conceptos
mencionados en el contexto geométrico; 2) que para los entrevistados,
el conjunto generador representa una Base de un Espacio Vectorial, 3)
los estudiantes confunden los términos de espacio generado y conjunto
generador, no hacen distincién del significado de uno y del otro. Nardi,
en cada caso, hace consideraciones diddcticas con la finalidad de buscar
una solucién a las dificultades observadas.

;Como aparecen en textos de nivel superior para Algebra Lineal las
nociones involucradas con el concepto de Base de un Espacio Vectorial?

;Permiten que el estudiante realice los mecanismos de construccion
mental de estas nociones?
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Con el objetivo de buscar respuestas a estos interrogantes, se analiza
algunos textos que se sugiere en la bibliografia del programa de un primer
curso de Algebra Lineal.

¢ Poole, David, Algebra Lineal. Una Introduccién Moderna, In-
ternacional Thomson Editores, 2004, Mx, (Traduccién del li-
bro Linear Algebra. Modern Introduction, Brooks/Cole-Thom-
son Learning, 2003).

* Grossman, Stanley, Algebra Lineal, Ed. M¢ Graw Hill, 1996,
(Traduccién de la 52 edicién del libro Elementary Linear Alge-
bra. With Applications, Saunders Collage Publishing, 1995).

* Perry, William L, Algebra Lineal con Aplicaciones, Ed. M¢
Graw Hill, 1990, Mx. (Traduccién de la 12 edicién del libro
Elementary Linear Algebra, 1989).

Es por esto que es muy importante cémo se presentan los contenidos en los
textos: si tienen en cuenta lo geométrico, si las grdficas son realmente ilustrati-
vas y contribuyen a la construccion de los conceptos, si se utiza los cambios de
registro para facilitar la comprension del tema, etc.

Esto es importante en el desarrollo del aprendizaje ya que, como se
report6 anteriormente, hay que lograr que los estudiantes tengan cono-
cimientos significativos de los conceptos, es decir que haya una conexién
entre lo que se ensena en el aula con lo que se ensefia en los libros, para
no causar confusién en el estudiante. (Ku, Cap I, pag 10, 2007).

:Qué significa APOE?

Accién

Una accién es una (o un conjunto de) manipulacién fisica o
mental sobre objetos. Es la transformacién de un objeto, que en
un individuo es percibida como externa (Trigueros y Oktag 2005).
Una persona se encuentra en una concepcion accién cuando res-
ponde sdlo a estimulos externos, es decir, que se le da una indi-
cacién vy la realiza, se puede decir que un estudiante se encuentra
en concepcién accién cuando imita a su profesor en el cdlculo o
resolucién, no se plantea ni se pregunta qué estd haciendo o por
qué, sélo repite en forma mecdnica.
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Proceso

Se puede describir como una serie de acciones que se repiten so-
bre un concepto con la particularidad de que el individuo controla
conscientemente las acciones sobre él, pudiendo describir paso a
paso las acciones que realiza, puede revertirlas, puede coordinar
y componer una transformacion con otras transformaciones para
obtener una nueva. Cuando una accién se repite y el individuo
reflexiona sobre ella, puede ser interiorizada en un proceso. El pro-
ceso es una transformacion basada en una construccién interna, ya
no dirigida por estimulos que el individuo percibe como externos.
Cuando un individuo puede controlar una accién en forma cons-
ciente, entonces la accién es interiorizada y la accidn se transforma
en proceso.

Objeto

Cuando una persona reflexiona acerca de las operaciones apli-
cadas en un proceso particular, llega a tomar conciencia del mis-
mo como una totalidad y puede efectuar y construir acciones o
transformaciones sobre él, entonces se dice que ese proceso ha
sido encapsulado en un objeto. Un objeto se construye cuando un
proceso se ha encapsulado. Este objeto puede ser desencapsulado
cuando se ejecutan acciones o procesos sobre él, es decir, que se
revierte el proceso, para utilizar sus propiedades y usarlo.

Esquema

Un esquema es conjunto coherente de acciones, procesos y ob-
jetos. Un esquema puede ser una coleccién de acciones, procesos,
objetos y aun, otros esquemas. Los objetos pueden ser transforma-
dos por nuevas acciones, lo cual lleva a nuevos procesos, objetos
y esquemas. Un esquema es una construccién cognitiva que nos
permite enfrentar una situacién problemdtica, resolviéndola ha-
ciendo uso de definiciones, propiedades, objetos coherentes a la
situacién. A la vez, hay situaciones donde un esquema puede ser
tratado como un objeto.

La investigacion bajo el marco de APOE, facilita el hecho de conocer
cémo el estudiante construye el concepto, permitiendo la confeccién de
disenos utilizados para mejorar la ensefianza de la Matemadtica en nuestros
estudiantes con el objeto que la aprendan desde adentro. Ed Dubinsky
propone una estrategia pedagégica para el aprendizaje de los conceptos
de Algebra Lineal apoyada en la Teorfa y menciona que se debe disefiar
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un libro de Algebra Lineal que proponga las actividades que debe realizar
un estudiante para adquirir cierto conocimiento (Dubinsky, 1997).

Descomposicién Genética del concepto de Base de un Espacio
Vectorial, segin Ku

La Descomposicién Genética es un andlisis de los conceptos mate-
maticos en el que se tiene en cuenta las construcciones del conocimiento
que se necesita para su aprendizaje y estas construcciones se logran a tra-
vés de las concepciones accién-proceso-objeto-esquema de las que se ha

hablado.

El investigador elabora una serie de actividades (instrucciones) y ob-
serva a los estudiantes entrevistados tomando nota y/o grabando las res-
puestas que proporcionan los entrevistados. Se contintia con una nueva
etapa: el andlisis de datos, que permite la llegar a la tercera etapa, que es
la modificacién y mejoramiento, si es necesario de la Descomposicién
Genética.

La Descomposicién Genética se refina a través de la investigacién, que
se repite hasta que se considere que permite ensenar de manera efectiva y
que se pueda utilizar para explicar cudles son las construcciones cogniti-
vas necesarias para aprender el concepto.

Se debe senalar que, a partir de la Descomposicién Genética, y reco-
rriendo el texto, se lleva el mismo orden en la aparicién de los conceptos,
se definen completamente los conocimientos previos, pero se considera
que no se encadenan coherentemente con la ejercitacién que se propone
para el estudiante.

En los capitulos anteriores, se ha expresado que para esta investigacion
que se realiza bajo en marco teérico de APOE y tomando como referencia
a la tesis de Ku, se propone lograr los siguientes objetivos:

* Analizar los contenidos de los textos sugeridos en el nivel superior

para el aprendizaje del Algebra Lineal.

* Determinar la presencia de las construcciones mentales propuestas
en la Descomposicion Genética de la Tesis de Darly Ku.

Estos objetivos se desprenden de la inquietud que despierta en docen-
tes e investigadores, la situacién problemdtica que representa la ensenanza
y aprendizaje del Algebra Lineal. En busca de mejorar la ensenanza, se in-
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teresa en validar la Descomposicién Genética propuesta y entender mejor
cudles son los mecanismos mentales relacionados con la construccién del
concepto de Base de un Espacio Vectorial.

La primera aproximacion, se realiza con la Descomposicién Genética
que se muestra a continuacion:
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La mecdnica de la investigacién, se organiza con una mencién del
contenido completo del texto, desarrollando con un poco més de deta-
lle los temas involucrados con el concepto, mostrando algunas imdgenes
escaneadas del texto. El objetivo es mostrar como aparecen las nociones
previas para el concepto de Base de un Espacios Vectoriales. Se analiza la
forma de ejemplificarlas, las actividades propuestas para el estudiante y si
se propone ejercitacién con un soporte informdtico.

A través de los resultados de esta investigacidn, se quiere determinar si
estos textos, ayudan al estudiante a lograr el conjunto de construcciones
mentales para la comprensién del concepto de Base de un Espacio Vec-

torial, visto desde la propuesta realizada en la Descomposicion Genética
de Ku.

Anélisis del texto “Algebra Lineal. Una Introduccién Moderna”
de Poole, David

El texto se encuentra dividido en capitulos temdticos, en los cuales
se presenta un desarrollo tedrico que se introduce a través de ejemplos y
ejercicios, graficos y analiticos. Cada seccién contiene una serie de aplica-
ciones, permitiendo alcanzar la relevancia al tema. No estd disenado con
situaciones que impliquen la utilizacién de un soporte computacional.

Se observa que desde los primeros capitulos, se presenta la idea intui-
tiva de los conceptos que involucra la construccién de la nocién de una
base. Se analiza con detalle desde la Teoria APOE cémo se presenta las
diferentes actividades teniendo en cuenta la Descomposicién Genética de
Ku. El autor utiliza actividades variadas para vectores en R?, R*y R" para
graficar y operar analiticamente, presentando situaciones novedosas que
requieren de un importante grado de abstraccién.

El uso de conceptos desde los primeros capitulos, permite que el es-
tudiante incorpore e interprete ese lenguaje y que pueda aplicarlo con
mis naturalidad en nociones posteriores que se presentan con un grado
de abstraccién mucho mayor. A través de algunos escaneos de las alguna
paginas del libro, se mostrard ciertas situaciones que permiten observar
lo expuesto. Tal es el caso de la aparicién del concepto de combinacién
lineal desde el primer capitulo, a diferencia de otros textos en los que se
trata del tema mds adelante, acorde, quizds, a los programas tradiciona-
les del Algebra. Se muestra en las siguientes figuras, la presentacion del
concepto:
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En el capitulo II, junto con Sistemas de Ecuaciones, aparece la nocién
de espacio generado: al haber resuelto sistemas de ecuaciones lineales,
se estd en condiciones de determinar si un vector es combinacidén lineal
de otros y a través de ejemplos, presenta al conjunto generado como el
conjunto de todas las combinaciones lineales de un conjunto finito de
vectores para luego, en otros ejemplos, utilizar esta nocién.

Se puede concluir que, en éste texto, en el desarrollo de los ejemplos
graficos, analiticos y de la presentacion tedrica con un lenguaje que apa-
rece paulatinamente, se encuentran presentes las construcciones mentales
propuestas en la Descomposicién Genética para el aprendizaje del con-
cepto de Base y permite la apropiacién de las nociones en forma lenta a
lo largo del desarrollo de la asignatura.

Andlisis del texto “Algebra Lineal” de Grossman, Stanley

En el comienzo del texto, el autor expresa que una de las metas que
quiere cumplir a través del libro, es que los conceptos del Algebra Lineal
se vuelvan accesibles a los estudiantes que requieran s6lo de conocimien-
tos firmes y que tengan un primer curso de Cdlculo, pero determina si
estd dirigido para ser usado en algunas carreras.
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El texto se estructura en capitulos temdticos, en los cuales se presenta
un desarrollo tedrico que son introducidos por medio de ejemplos nu-
méricos y geométricos. Cada seccidon contiene una serie de aplicaciones,
permitiendo dar relevancia al tema. Ademds, propone en cada capitulo,
actividades para desarrollar con el MATLAB, de la empresa Math Works,
Inc.

Si bien el uso del soft facilita la incorporacién de los conceptos, me-
diante la posibilidad de cambiar valores para apreciar el comportamiento
de los objetos, se observa que varias de las nociones se presentan en for-
ma tedrica, sin la presentacién previa por medio de ejemplos, haciendo,
quizds, mds dura la aprehension del concepto, por parte del alumno. Se
muestra un caso, donde no hay ni ejercicio ni ejemplo anterior, s6lo se
hace referencia al capitulo donde se traté las operaciones entre matrices:

Se observa que las nociones involucradas al tema de investigacién, no
se desarrollan desde los primeros capitulos, se presenta cada concepto que
involucra la construccién de la nocién de una base, desde su definicidn.
Se analiza con detalle desde la Teoria APOE c6mo se presenta las diferen-
tes actividades teniendo en cuenta la Descomposicién Genética de Ku.



246 El lenguaje relacionado con el aprendizaje del concepto de base de un espacio
vectorial utilizando textos. Una mirada desde la teoria APOE

Andlisis del texto “Algebra Lineal con Aplicaciones” de Perry, Wi-
Iliam L.

Es un texto que presenta variadas aplicaciones, en general, dirigidas
a la ingenierfa, proponiéndose poseer un conocimiento bésico previo de
derivadas e integrales, ya que varias aplicaciones estdn dirigidas al Célcu-
lo. Por la importancia de los nimeros Complejos, se analizan ejemplos
que los involucran y el texto presenta un apéndice destinado a aquellos
estudiantes que lo requieran. . No estd disefiado con situaciones que im-
pliquen la utilizacién de un soporte computacional particular; sin em-
bargo, se proponen ejemplos que requieren, por los cdlculos, de alguna
ayuda computacional; la ejercitacion es variada y permite la introduccién
en los temas en forma paulatina. Mediante la representacién grafica, se
muestran ejemplos, como se ve en la siguiente figura:
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Este texto no presenta las nociones que permiten construir el concep-
to de base de un espacio vectorial en forma paulatina, es decir, desde los
primeros capitulos, sino que se definen al tratar el capitulo III de espacios
vectoriales y los conceptos que dan lugar al concepto de base.

Se puede concluir que el texto, en el desarrollo de los contenidos y ac-
tividades, se encuentra un lenguaje apropiado que permite las construc-
ciones mentales en las concepciones propuestas en la Descomposicién
Genética para el aprendizaje del concepto de Base.

Conclusiones obtenidas hasta el momento sobre los textos consi-
derados

En primer lugar, cabe senalar que los tres textos analizados, presen-
tan caracteristicas diferentes entre si. Esta particularidad se hace notoria,
principalmente con el texto de Poole, ya que presenta los temas en un
orden novedoso respecto de los otros.

Se considera que el texto de Poole presenta ejemplos claros para que
esté al alcance del estudiante la respuesta. Ademds, es posible que se vin-
cule el hecho que la base construye a un Espacio Vectorial por haber sido
presentado a lo largo de los capitulos en su desarrollo analitico y en la
ejemplificacién utilizada.

Sin embargo, el texto de Grossman, por tener una presentacién me-
nos intuitiva y elaborada desde el inicio, posiblemente el estudiante que
se prepara por éste texto, tenga dificultades para responder a la entrevista,
pues la ejemplificaciéon no permite que el estudiante abstraiga el concepto
al recurrir a casos, generalmente, en R".

En el texto de Perry, las actividades que se proponen son mds sencillas
que las de la entrevista. Sin embargo, la propuesta es rica y variada en los
casos de aplicaciones que presenta y en los ejemplos de introduccién in-
mediata que se ensefa, se considera que puede permitir a un estudiante,
hallarse en situacién de enfrentar a la entrevista y de responderla correc-
tamente, casi en su totalidad. Posiblemente, le genere inconvenientes las
preguntas donde se requiere una interpretacién geométrica ya que en el
texto, si bien se contempla, no se hace mucho hincapié en ello.

La Teoria APOE permite ayudar a los estudiantes a construir las es-
tructuras apropiadas para cada concepto y relacionarlas con estructuras
previas (lo cual es observado en las entrevistas realizadas). El estudiante
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no aprende conceptos matemdticos en forma directa, sino que necesita
recurrir a estructuras mentales que sean apropiadas para aprender un con-
cepto y si no las ha logrado, es dificil que aprenda dicho concepto.

La Teoria APOE permite indagar sobre la forma en que se aprende y
a través de futuros trabajos de investigacion, develar los caminos apropia-
dos para mejorar el aprendizaje de la Matematica, por esto se considera
importante el andlisis del lenguaje simbélico y natural que se utiliza en los
textos para el desarrollo de las distintas asignaturas, dejando expectante
una continua investigacion.
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